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CALCUL D’UNE AILE D’ENVERGURE FINIE 

1. PRINCIPES ET DOMAINE D’APPLICATION 

Rappel concernant la théorie tourbillonnaire appliquée à l’aérodynamique 

La théorie des tourbillons s’applique au cas d’un fluide considéré comme incompressible et à 
viscosité négligeable. 
C’est pratiquement le cas de l’air aux vitesses subsoniques (Nombre de Mach < 0,5). 

La théorie fait un large usage de la notion de circulation du vecteur vitesse du fluide (notée Γ) 
autour de domaines présentant un caractère rotationnel (vortex), pouvant se réduire à une 
surface ou même à une simple ligne (analogie avec le champ magnétique créé par une nappe 
de courant ou un simple fil). 
Si on excepte le coeur de la zone tourbillonnaire elle-même, l’espace environnant se 
caractérise par un vecteur vitesse de divergence nulle (fluide incompressible) et de rotationnel 
nul. 

On distingue le tourbillon associé à un corps solide (tourbillon lié = bound vortex) se 
déplaçant avec le corps (une aile par exemple), et les tourbillons engendrés au sein du fluide 
(tourbillons de traînée = trailing vortices) se déplaçant librement selon les lignes de flux. 

La notion de « ligne portante » consiste à réduire les effets aérodynamiques (poussée et vents 
induits) engendrés par une aile en mouvement à ceux produits par une simple ligne 
caractérisée par la circulation du tourbillon lié. La pertinence de cette simplification est 
d’autant plus grande que l’envergure de l’aile est importante vis à vis de la corde, i.e. que 
l’allongement est suffisant. On admettra qu’un allongement supérieur à 5 convient. 
La ligne portante est généralement confondue avec le lieu des centres de poussée du profil 
(points au ¼ de corde à partir du bord d’attaque pour un profil symétrique). 

Connaissant les conditions dans lesquelles fonctionne le profil dans une section particulière de 
l’aile, la circulation locale autour de la ligne portante est donnée par : 

   Γ  =  ½ lc.V.Cz      (equ. 1) 

Où lc est la longueur locale de la corde, V est le module de la vitesse locale de l’air (vitesse à 
l’infini plus vents induits) et Cz est le coefficient de portance dans les conditions de 
fonctionnement. 
Dans la pratique, loin des phénomènes de décrochement (incidences faibles et moyennes), Cz 
s’exprime quasi-linéairement en fonction de l’angle d’attaque α (angle du vecteur vitesse 
locale par rapport à la corde). 

   Cz  ∼   Z0 + Z1.α     (equ. 2) 

Z0 est la valeur du Cz pour un angle d’attaque nul (Z0 = 0 pour un profil symétrique et Z0 > 0 
pour un profil cambré). 
Dans la théorie simplifiée des profils, Z1 vaut 2π avec α en radian, soit 0,11 pour α en degré. 
L’équation peut aussi se mettre sous la forme : 

   Cz  ∼  Z1.(Z0/Z1 +α) 

On voit que le Cz s’annule pour une valeur particulière de α, soit : α0 = -Z0/Z1 
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L’angle d’attaque α0 = -Z0/Z1 (généralement négatif ou nul) définit l’axe de portance nulle du 
profil et en rapportant les angles d’attaque à cet axe particulier plutôt qu’à la corde du profil, 
on peut écrire, quel que soit le profil (voir aussi fig. 11) : 

   Cz  ∼  Z1.(α -α0)  = Z1.αa    (equ. 2 bis) 

      αa  =  (α -α0) est qualifié d’angle absolu d’attaque 

Loi de Kutta-Joukovsky : Une droite, siège d’une circulation Γ (ligne portante d’une aile 
infinie), plongée dans un flux uniforme de vitesse V∞ perpendiculaire à sa direction, est 
soumise, par élément de longueur dy, à une poussée aérodynamique définie par la relation : 

   dFa  =  ρ.Γ.V∞.dy     (equ. 3) 

 où ρ est la masse spécifique de l’air (1,225 kg/m3 en conditions normales) 

Γ

dy

dFaV∞

axe du tourbillon
ligne portante

Fig. 1  

La poussée est perpendiculaire au plan contenant le vecteur V∞ et la ligne portante. 
Cette formule peut être généralisée sous la forme vectorielle suivante où le signe (∧ ) désigne 
le produit vectoriel  (Fig. 2) : 

   dFa  =  ρ.Γ.V ∧  dy     (equ. 4) 

Γ

M

ligne d'axe
du tourbillon

dy

dFa

V Fig. 2  

Notation : les lettres en gras dans le texte désignent des vecteurs 

Loi de Biot et Savart : Tout élément de ligne portante (tourbillon lié), ou plus généralement 
tout élément de filament ou de lanière tourbillonnaire de traînée (tourbillon libre), induit en 
tout point de l’espace, une vitesse définie par la loi de Biot et Savart appliquée à 
l’aérodynamique. L’élément de vitesse induite (dVi) au point M par un petit segment de 
filament (dl) situé en P, est donné par le produit vectoriel (Fig. 3): 

  dVi  =  Γ.dl ∧  PM/(4π|PM|3)  =  Γ.MP ∧  dl/(4π|MP|3 (equ. 5) 

dl

Γ

P

M

dVi
filament
tourbillonnaire

Fig. 3
 

Cas particulier : action d’un filament rectiligne infini en un point situé à la distance r. 
Le vent induit à la distance r est normal au filament et vaut : 

   Vi  =  Γ/(2π.r)      (equ. 6) 
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   (r voisin de 0 n’a aucun sens pour une aile réelle). 

On notera qu’un filament rectiligne, fini ou infini, n’induit aucun vent sur son axe 

Lois de Helmoltz sur les tourbillons : 

- Γ est constante tout au long d’un même filament tourbillonnaire. 
- Un filament ne peut se terminer au sein du fluide. Il ne peut que : 

. soit se terminer aux limites du fluide (sur une paroi matérielle limitant le flux, ou à 
l’infini). 
. soit constituer un circuit fermé. 

- Une fois formé, le coeur d’un tourbillon reste composé des mêmes particules de fluide (le 
phénomène rotationnel ne se transmet pas aux particules qui ne le possèdent pas au départ 
dans un fluide non visqueux). Deux conséquences importantes en résultent : 

. le centre de chaque tourbillon libre se déplace nécessairement selon une ligne 
matérielle de flux au sein du fluide. 

. la circulation autour d’un filament reste constante dans le temps. 
Ainsi, puisqu’une aile au repos n’engendre aucun tourbillon (circulation nulle), sa mise en 
mouvement engendre simultanément deux tourbillons coaxiaux égaux et de signe opposés : 
le tourbillon lié qui va suivre l’aile et un tourbillon libre, dit initial ou de démarrage, qui va 
pratiquement rester sur place au sein du fluide. 

2. CHAMP DES LIGNES DE FLUX AU VOISINAGE DE L’AILE FINIE 

Les chapitres 2 et 3 sont de larges extraits traduits de l’ouvrage « Foundations of 
Aerodynamics », bases of Aerodynamic Design, fifth edition , écrit par Arnold M. Kuethe 
(Department of Aerospace Engineering, University of Michigan) et Chuen-Yen Chow 
(Department of Aerospace Engineering Sciences, University of Colorado at Boulder), édité 
par John Wiley & Sons, Inc. N.Y. 

Dans un flux uniforme de vitesse V∞, considérons une aile d’envergure Ev (figure 4) 
représentée par son tourbillon associé (AB) de circulation constante Γ. D’après la loi de 
Kutta-Joukowski, une force ρ.V∞.Γ, normale à V∞, s’exerce sur le tourbillon. Cependant, les 
lois de Helmoltz ne permettent pas que le tourbillon se termine en bout d’aile; il doit former 
un circuit fermé ou doit s’étendre à l’infini (où jusqu’à une frontière matérielle du flux). Ces 
lois exigent de plus que, au démarrage du mouvement, se crée un tourbillon initial 
d’amplitude égale et opposée à celle du tourbillon lié à l’aile, (CD sur la figure). Les lois du 
tourbillon sont alors satisfaites en ajoutant les tourbillons de traînée BD et AC, d’intensité Γ. 

A

B C

D
Fig. 4

Ev

V∞

V∞V∞.t
Γ

Γ

Γ
Γ

tourbillon
lié à l'aile

tourbillon
initialt

tourbillons
de traînée  

Le champ des vitesses qui en résulte est constitué du flux uniforme V∞, auquel se superpose 
un flux descendant à l’intérieur du rectangle ABCD et un flux ascendant à l’extérieur. 
Cependant, le flux n’est pas stationnaire puisque le tourbillon initial se déplace vers l’aval 
tandis que les tourbillons de traînée s’allongent à la vitesse V∞. 
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L’objet de l’étude de l’aile finie est de modifier les caractéristiques de la ligne portante de 
base pour tenir compte des vitesses induites sur l’aile par le tourbillon initial et les tourbillons 
de traînée. 

On note d’abord que la vitesse induite par un tourbillon varie comme l’inverse de la distance à 
l’axe du tourbillon. Aussi, à mesure que le temps s’écoule, le tourbillon initial s’éloigne de 
l’aile et, relativement tôt après sa naissance, les vitesses qu’il induit sur l’aile deviennent 
négligeables comparées à celles engendrées par les segments de tourbillon de traînée proches 
de l’aile. Quantitativement, (Ev) est beaucoup plus petit que (V∞.t) en vol de croisière et la 
configuration se résume essentiellement à un tourbillon en forme de fer à cheval attaché à 
l’aile et s’étendant à l’infini aval. 

D’un point de vue physique, on peut donner une idée de la formation de tourbillons de traînée 
à l’aide de la vue frontale de l’aile en fig. 5. Le champ des lignes de flux qui se développe en 
raison de la circulation autour de l’aile est engendré par une dépression (-) sur l’extrados et 
une surpression (+) à l’intrados. Les flux représentés entre les hautes et les basses pressions en 
bouts d’aile montrent le principe de formation des tourbillons de traînée. 

Fig. 5+ + + +
_ _ _ _

 

On peut décrire la formation des tourbillons de traînée avec la terminologie des lois du 
tourbillon et la condition de Kutta (condition de raccordement « harmonieux » des flux 
d’extrados et d’intrados en bord de fuite : voir l’ouvrage cité en référence). 
La circulation autour de l’aile apparait comme une conséquence de l’action de la viscosité lors 
de l’établissement de la condition de Kutta en bord de fuite. La couche limite qui se forme au 
contact de la surface est un flux rotationnel résultant d’un cisaillement visqueux. Les 
particules de fluide en rotation s’écoulent autour des extrémités d’aile comme indiqué en fig. 
5, à la vitesse requise pour former les tourbillons de traînée avec une circulation égale à celle 
qui existe vers l’extrémité de l’aile. Après avoir quitté les bouts d’aile, les tourbillons de 
traînée suivent les lignes de flux et conformément aux lois du tourbillon, leur circulation 
demeure constante. 

Les extrémités d’aile engendrent les tourbillons les plus intenses et les plus visibles, mais on 
peut se rendre compte qu’un flux rotationnel dû à un cisaillement visqueux existe également 
tout le long du bord de fuite. 
Ainsi, sur l’extrados, la zone de dépression la plus forte se situe au voisinage de l’emplanture, 
alors qu’on retrouve la pression atmosphérique en extrémité d’aile. Il existe donc un gradient 
de pression tout le long de l’envergure sur l’extrados, dirigé du bout d’aile vers l’emplanture. 
En conséquence, toujours sur l’extrados, les lignes de flux d’air ne suivent plus la section 
droite de l’aile mais subissent une légère déflexion vers l’emplanture (fig 5 bis). 
Un raisonnement similaire montre que l’air est dévié en sens opposé sur l’intrados. 
La jonction des deux flux en bord de fuite fait alors apparaître un cisaillement entraînant la 
mise en rotation d’une mince couche de particules d’air à la jonction (fig. 5 bis). 

Fig. 5 bis
aile vue de dessus

(extrados)

trajectoires des filets d’air
le long du profil en extrados

Zone de pression
atmosphérique

bord d’attaque

trajectoires des filets d’air
le long du profil en intrados

Filet
tourbillonnaire  
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Une aile finie réelle (à circulation variable en envergure) peut alors être représentée par la 
superposition de tourbillons élémentaires en fer à cheval, d’amplitudes différentes, comme 
montré schématiquement à la figure 6, s’étendant dans l’intervalle : -Ev/2 < Y <+Ev/2. 
En vol établi, les tourbillons sont généralement disposés symétriquement, comme indiqué sur 
la figure. L’ensemble des lignes de tourbillons de traînée situées dans le plan XY forment une 
nappe tourbillonnaire de largeur Ev s’étendant du bord de fuite de l’aile vers l’infini. 

+Ev/2Γ
Y

-Ev/2

O X

Fig. 6
 

La superposition de plusieurs tourbillons en fer à cheval conduit au champ tourbillonnaire de 
traînée de la figure 6. On voit qu’en chaque point de l’aile où se produit un changement de 
portance, se crée un tourbillon dont l’amplitude est égale à la variation de circulation autour 
de l’aile en ce point. A la limite, lorsque la distribution de circulation devient continue, 
comme indiqué à la figure 7, la variation de circulation est infinitésimale en tout point et la 
valeur dΓ d’une lanière tourbillonnaire de largeur dy, partant d’un point donné de l’aile est 
donnée par : 

   dΓ  =  (dΓ/dY)Aile.dY     (equ. 7) 

Le système tourbillonnaire de traînée devient alors une nappe tourbillonnaire de valeur totale 
nulle puisque constitué par la superposition de champ de flux tourbillonnaires élémentaires en 
fer à cheval dont les branches de traînée sont des paires de tourbillons d’amplitudes égales et 
opposées. 

Fig. 7
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Les tourbillons de traînée peuvent apparaître visuellement en présence de poussières ou 
d’humidité. Dans la pratique, en raison de l’influence mutuelle des lignes individuelles de 
tourbillons, la nappe tourbillonnaire de traînée ne peut en réalité demeurer en configuration 
plane comme indiqué à la fig. 7 et va s’enrouler autour des extrémités pour former deux 
tourbillons marginaux importants. Ces tourbillons marginaux opposés sont souvent nettement 
visibles en vue de face d’un avion par temps humide. 
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3. FLUX DESCENDANT ET TRAINEE INDUITE 

Le problème principal de la théorie de l’aile finie est le calcul de la distribution des forces 
aérodynamiques sur une aile de géométrie déterminée, volant à une vitesse et une orientation 
géométrique données. L’analyse simplifiée est basée sur l’hypothèse que la nappe 
tourbillonnaire de traînée ne subit aucune déformation et qu’en chaque point de l’envergure , 
le flux est essentiellement bi-dimensionnel. Aussi, la force résultante par unité de longueur en 
envergure est, en tout point, celle calculée pour la surface portante par les méthodes déjà 
exposées (dans des chapitres antérieurs de l’ouvrage cité en référence), mais à un angle 
d’attaque corrigé pour tenir compte des effets des tourbillons introduits au chapitre précédent. 
L’effet est illustré par la fig. 7 sur laquelle le tourbillon lié, dont la circulation varie en 
envergure, représente une aile (droite) dont le centre de poussée en chaque point de 
l’envergure est situé sur l’axe Y. 
La distribution de portance est continue et les tourbillons de traînée forment alors une nappe 
tourbillonnaire de circulation globale nulle. 
Les lignes de tourbillons de traînée sont supposées rester dans le plan Z = 0 et demeurer 
parallèles à l’axe X. 
L’effet du flux en un point donné du tourbillon lié est alors un vent descendant vi (positif si 
vers Z+) dont l’amplitude est donnée par sommation des effets de la distribution de circulation 
dans la nappe tourbillonnaire semi-infinie dans l’intervalle -Ev/2 < Y < +Ev/2. 
Avant de procéder au calcul détaillé du vent induit descendant, on peut voir facilement, de 
façon qualitative, son action sur les forces comme indiqué au bas de la fig. 7. La vitesse 
résultante par rapport à l’aile présente deux composantes V∞ et vi(Y) en chaque point. Ceci 
permet d’introduire l’angle d’attaque induit : 

   αi(Y)  =  Arctg(vi/V∞)    (equ. 8) 

(on note, d’après la fig. 7, que vi est négatif, ainsi que l’angle αi , lorsque la portance (P’) est 
positive). 

D’après la loi de Kutta-Joukowski, la force du tourbillon lié, par unité d’envergure, a pour 
valeur ρ.V.Γ et est normale à V; de ce fait, elle est inclinée de l’angle αi par rapport à l’axe Z. 
Cette force possède une composante de portance normale à V∞, donnée par : 

   P’  =  ρ.V.Γ.cos(αi)  =  ρ.V∞.Γ   (equ. 9) 

Et une composante de traînée, appelée traînée induite : 

   Ti’  =  -ρ.V.Γ.sin(αi)  =  -ρ.vi.Γ   (equ. 10) 

Les « primes » de ces formules désignent les forces par unité d’envergure. Dans la pratique, le 
vent induit est faible et donc : |vi|  «  V∞ . Il s’en suit que (αi) est un petit angle et les formules 
précédentes deviennent : 

   αi(Y)  =  vi/V∞  et Ti’  =  -P’.αi   (equ. 11) 

On note, en particulier, que la traînée induite Ti’ constitue une contribution à la force de 
Kutta-Joukowski dans la direction de V∞, c’est à dire dans le plan de vol. (les contributions à 
la traînée dues à la viscosité et à la compressibilité sont calculées dans des chapitres 
ultérieur de l’ouvrage cité en référence). 

Alors que la nappe tourbillonnaire de traînée crée un vent induit descendant, le long de 
l’envergure d’une aile portante, à l’opposé, il induit un champ de vitesses ascensionnelles 
dans les régions situées au delà des bouts d’aile. Lorsqu’une autre aile vole dans ces régions, 
son flux incident est effectivement dévié vers le haut par le vent ascendant, de telle sorte que 
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la force aérodynamique résultante engendre une poussée vers le haut au lieu d’une traînée 
supplémentaire sur la seconde aile. Pour tirer partie de ce phénomène, les oiseaux volent 
habituellement en formation en V lors des vols à grande distance, car, dans une telle 
formation, chaque oiseau vole dans la région de vent ascendant de ses voisins de part et 
d’autre. Dans certaines configurations particulières, des gains allant jusqu’à 50% de la 
puissance requise pour le vol peuvent être obtenus, comparé au cas où les oiseaux volent 
séparément, à la même vitesse. (Lissaman et Shollenberg, 1970). 

4. PRINCIPE DU CALCUL NUMERIQUE DE L’AILE DROITE FINIE 

Présentation et principes : 

La théorie simplifiée de l’aile finie présentée aux chapitres précédents néglige la déformation 
de la nappe tourbillonnaire sous l’effet des vitesses qu’elle induit sur elle-même. 
Dans la réalité, la nappe tourbillonnaire présente les caractères résumés en figure 8. 

+Ev/2
Y

O X

Fig. 8
-Ev/2

V∞

V∞ vi

2vi

X

aile

Z
α i

α i
filament tourbill.

 

La figure montre que la nappe tourbillonnaire, de largeur initiale Ev (en vue de dessus), voit 
sa largeur diminuer dans le sillage. Parallèlement, en vue de côté, la vitesse induite croît 
depuis 0 (à l’infini amont) jusqu’à vi au niveau de l’aile et poursuit sa croissance jusqu’à 
pratiquement 2vi dans le sillage. On constate de plus que la déflexion des particules d’air au 
voisinage de l’aile s’effectue non seulement vers le bas et vers l’emplanture, mais également 
légèrement vers l’amont (entraînement de l’air dans la direction de déplacement de l’aile). 

Toutefois, en raison de la faiblesse usuelle des angles induits, les calculs de vents induits 
seront effectués conformément à la théorie simplifiée en supposant que les filaments 
tourbillonnaires de sillage restent des droites situées dans le plan xOy (on néglige la 
contraction du sillage ainsi que sa courbure et son inclinaison). 

Le calcul d’une aile droite de forme quelconque sera abordé ici sous forme de calcul 
numérique effectué par ordinateur. 

La demi aile de longueur L = Ev/2 est divisée en (N) segments, comme indiqué en figure 9 (N 
= 7 ici) repérés par des indices (j) allant de 0 compris à N-1 compris. 

Les principales caractéristiques aérodynamiques à calculer sont : la circulation (Γ), la vitesse 
du vent induit (vi), l’angle d’attaque (α). 
Ces caractéristiques seront calculées en N points de l’envergure allant de l’indice k = 0 (point 
sur l’axe longitudinal de l’avion où Y0 = 0) jusqu’à l’indice k = N-1. 
Le point d’indice (k) est situé au début du segment (j) de même valeur d’indice. 
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Le point d’indice k = N (point d’extrémité d’aile où YN = L) n’est pas un point de calcul car la 
vitesse induite y est indéfinie. Ce point est caractérisé par une circulation nulle (ΓN = 0 
puisque la portance est supposée s’y annuler). 

On introduira pour toute la suite la coordonnée réduite d’envergure (y), telle : 

   y  =  Y/L  (0 ≤ y ≤ 1) (sans dimension) 

La longueur des segments sera en général modulée en fonction de l’écart à l’axe de l’avion. 
Pour obtenir plus de précision vers l’extrémité de l’aile où les variations des caractéristiques 
sont souvent rapides, on peut utiliser une découpe du type : 

   yk  =   sin(k.π./2N) 

+Ev/2

YO

Fig. 9

0 k = 1 2 3 4 5 6

0 j = 1 2 3 4 5 6
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= LY7

7

Y6

Γ6

Y2

Γ2
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lanière j = 3

de circulation = Γ4 −Γ3
X

 

En utilisant la loi de Biot et Savart, on exprimera, en chaque point de calcul, le vent induit par 
la lanière associée à chacun des segments (et au segment symétrique sur l’autre moitié de 
l’aile. 
L’application de Biot et Savart sera faite en introduisant et en calculant une fois pour toutes 
les coefficients d’influence C(j:k) donnant chacun l’influence de la lanière tourbillonnaire 
d’intensité (Γj+1 -Γj) issue de l’intervalle j, sur le point de calcul k. 
Le vent induit total en un point de calcul sera obtenu par sommation. 

Remarque : il est inutile de multiplier à l’excès le nombre de points de calcul car : 

- la précision finale est limitée en raison des approximations admises quant aux 
déformations de la nappe tourbillonnaire. 
- les temps de calcul croissent en N2 ici. 

 N = 10 suffit dans la majorité des cas. 

5. CALCUL DES COEFFICIENTS D’INFLUENCE 

Influence d’un segment sur un point non situé à ses extrémités : 

Connaissant les valeurs de la circulation aux extrémités du segment (j), (soit Γj et Γj+1 ) et en 
admettant que, pour des segments suffisamment petits, la circulation varie linéairement sur 
l’intervalle, on pourra écrire, au sein d’un même intervalle (j) : 

 (dΓ/dY)j  =  cte  =  (Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj) 
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Le vent induit par un filament semi-infini de largeur dY de la lanière (j), en un point d’indice 
(k) de la ligne portante, vaut simplement la moitié du vent induit par un filament rectiligne 
infini (voir l’equation 6). D’où, en comptant vi positif vers le haut : 

 dvi  =   ½ (dΓ/dY)j.dY/[2π(Y -Yk)] 

D’où le vent créé par la totalité de la lanière : 

 vi(j:k)  =   (1/4π).[(Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj)].∫Yj 
Yj+1

 dY/(Y -Yk) 

A condition que Yk ne soit pas situé sur une borne de l’intervalle, on obtient : 

 vi(j:k)  =   (1/4π).(Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj)].Log|(Yj+1 -Yk)/(Yj -Yk)| 
Le coefficient d’influence C(j:k) est défini par : 

 C(j:k)  =  vi(j:k)/(Γj+1 -Γj)  =  (1/[4π.(Yj+1 -Yj)].Log|(Yj+1 -Yk)/(Yj -Yk)|  
Soit, en utilisant les coordonnées réduites d’envergure : 

 C(j:k)  =  1/[4πL.(yj+1 -yj)].Log|(yj+1 -yk)/(yj -yk)| 
On obtient le coefficient d’influence réduit (sans dimension) en multipliant par L : 

  c(j:k)  =  L.C(j:k)  =  1/[4π.(yj+1 -yj)].Log|(yj+1 -yk)/(yj -yk)| 
  Cette formule n’est utilisable que pour k ≠ j et de j+1. 

Influence du segment symétrique : 

En respectant le sens positif choisi sur l’axe Y, le segment symétrique du segment j, par 
rapport à OX, est ici le segment -(j+1) qui s’étend de -(j+1) à -j) 

On va donc calculer c[Sym(j):k]  =  c[-(j+1):k] 

Fig. 10

0

Γj+1

yj

Γj

axe longitudinal
de l'avion

Γ-jΓ-(j+1)

yk yj+1
y-(j+1) y-j

Y

Xsegment -(j+1) segment  j

 

 vi[-(j+1):k]  =   (1/4πL).(Γ-j -Γ-(j+1))/(y-j -y-(j+1)).Log|(y-j -yk)/(y-(j+1) -yk)| 
En remarquant que :  Γ-j = Γj ,    Γ-(j+1) = Γj+1 ,    y-j = -yj ,    y-(j+1) = -yj+1  

 vi[-(j+1):k]  =   -(1/4πL).(Γj+1 -Γj)/(yj+1 -yj)].Log|(yj +yk)/(yj+1 +yk)| 
D’où :      c[Sym(j):k]  =  1/[4π.(yj+1 -yj)].Log|(yj+1 +yk)/(yj +yk)| 
      Cette formule est utilisable sauf dans le cas où k = j = 0. 

Le coefficient réduit global d’un segment et de son symétrique vaut alors : 

  cjk  =  1/[4π.(yj+1 -yj)].Log|(yj+1
2 -yk

2)/(yj
2 -yk

2)| 

Influence d’un segment sur un point situé à une de ses extrémités : 
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Les formules précédentes ne sont utilisables que pour k ≠ j et j+1. 
On remarquera toutefois qu’elles conviennent pour des points y tels que yj < y < yj+1  
En élargissant l’intervalle de j-1 à j+1, on voit que l’on peut placer le point de calcul en k = j 
sans rencontrer de problème majeur. 
Toutefois, en admettant une variation linéaire de Γ de j-1 à j+1, on perd en précision en ne 
tenant plus compte de Γj. 
Aussi, au prix d’un petit effort supplémentaire, on supposera une variation parabolique de Γ 
sur les deux intervalles choisis. Comme précédemment, on écrira : 

 dvi  =   ½ (dΓ/dY).dY/[2π(Y -Yk)] 

 Avec ici (dΓ/dY)  =  a.Y + b 

Les valeurs de a et b étant définies par les deux relations suivantes, obtenues par intégration : 

  Γj - Γj-1  =  (a/2).(Yj
2 -Yj-1

2) + b.(Yj -Yj-1) 

  Γj+1 - Γj  =  (a/2).(Yj+1
2 -Yj

2) + b.(Yj+1 -Yj) 

L’équation différentielle s’écrit : 

 dvi  =   ½ (a.Y +b).dY/[2π(Y -Yk)] 

Qu’on peut mettre sous la forme : 

 dvi  =   (1/4π).(a.Y -a.Yk +a.Yk +b).dY/(Y -Yk) 

D’où dvi  =   (1/4π).[a.dY +(a.Yk +b).dY/(Y -Yk)] 

Et vi(j-1,j:k)  =   (1/4π).[a.(Yj+1 -Yj-1) +(a.Yk +b).Log|(Yj+1 -Yk)/(Yj-1 -Yk)|] 
Le calcul des coefficients (a) et (b) conduit au résultat suivant : 

 a  =  [2/(Yj+1 -Yj-1)].[(Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj) - (Γj -Γj-1)/(Yj -Yj-1)] 

 b  =  [-1/(Yj+1 -Yj-1)].[(Yj +Yj-1).(Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj) - (Yj+1 +Yj).(Γj -Γj-1)/(Yj -Yj-1)] 

On calcule ensuite la quantité (a.Yk +b) en remarquant qu’ici   Yk  =  Yj  

   (a.Yk +b)  =  [1/(Yj+1 -Yj-1)].[(Yj-Yj-1).(Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj) + (Yj+1 -Yj).(Γj -Γj-1)/(Yj -Yj-1)] 

D’où, après calculs et mise en facteur des circulations de lanières : 

vi(j-1,j:k)  =  (1/4π).[(Γj+1 -Γj)/(Yj+1 -Yj)].{2 +[(Yj-Yj-1)/(Yj+1 -Yj-1)].Log|(Yj+1 -Yk)/(Yj-1 -Yk)|} 

         -(1/4π).[(Γj -Γj-1)/(Yj -Yj-1)].{2 -(Yj+1-Yj)/(Yj+1 -Yj-1)].Log|(Yj+1 -Yk)/(Yj-1 -Yk)|} 

On peut alors scinder l’influence en deux parties, liée chacune à une lanière. 
On obtient alors l’expression des coefficients d’influence réduits, après substitution de k à j 
(puisque j = k) : 

Pour k = j+1 :  c(k-1:k)  = -1/[4π.(yk-yk-1)].{2 -[(yk+1-yk)/(yk+1 -yk-1)].Log|(yk+1 -yk)/(yk-1 -yk)|} 

Pour k = j :   c(k:k)   =  1/[4π.(yk+1 -yk)].{2 +[(yk-yk-1)/(yk+1 -yk-1)].Log|(yk+1 -yk)/(yk-1 -yk)|} 

Segments symétriques : on ajoutera respectivement les termes c[Sym(k-1):k] et c[Sym(k):k] 
calculés comme indiqué précédemment en supposant une variation linéaire sur chaque 
segment. 

D’où les coefficients globaux tenant compte des segments symétriques : 
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 c(k-1)k = -1/[4π.(yk-yk-1)].{2 -[(yk+1-yk)/(yk+1 -yk-1)].Log|(yk+1 -yk)/(yk-1 -yk)| -Log|2yk/(yk-1 
+yk)|} 

 ckk  =  1/[4π.(yk+1 -yk)].{2 +[(yk-yk-1)/(yk+1 -yk-1)].Log|(yk+1 -yk)/(yk-1 -yk)| +Log|(yk+1 
+yk)/2yk|} 

Cas particulier : Influence du segment j = 0 au point k = 0 

On traitera ce cas en associant le segment adjacent et en même temps symétrique. 
Dans ce cas on doit calculer : 

 c00  =  c[Sym(0):0] + c(0:0)  =  c[(-1):0] + c(0:0) 

On applique les deux formules du paragraphe précédent en remarquant qu’ici  y0 = 0, y-1 = -y1 
et Γ-1 = Γ1  

D’où :  c00  =   1/(πy1) 

Résumé 

 

Nota : les coefficients réduits sont indépendants de la forme et des dimensions de l’aile. Ils ne 
sont fonctions que du nombre de points de calcul et de leur répartition en envergure. 

6. CALCUL DE LA DISTRIBUTION SUR L’AILE 

Dans la mesure où l’angle induit reste faible, le module de la vitesse de l’air (V) au voisinage 
du profil sera assimilé à V∞ . Les équations 1, 2 et 2 bis permettent alors d’écrire : 

  Γk  =  ½ lck.V∞.(Z0k +Z1k.αk)  =  ½ lck.V∞.Z1k.(αk -α0k) 

 où lck est la longueur de la corde locale et α0k l’angle d’attaque à portance nulle 

Axe de la corde

OAxe du vent à l'infini
V∞

Vi

Z

Xα i
α i

Axe du vent local

filament

Axe de portance
nulle

i

αa
α

Fig. 11
αo

 

  k = j = 0   c00   =   1/(πy1) 

  k ≠ j et j+1   cjk   =   1/[4π.(yj+1 -yj)].Log|(yj+1
2 -yk

2)/(yj
2 -yk

2)| 
  k = j    ckk   =   1/[4π.(yk+1 -yk)].{2 +[(yk-yk-1)/(yk+1 -yk-1)].Log|(yk+1 -yk)/(yk-1 -yk)| 
       +Log|(yk+1 +yk)/2yk|} 

  k = j+1   c(k-1)k   =  -1/[4π.(yk -yk-1)].{2 -[(yk+1-yk)/(yk+1 -yk-1)].Log|(yk+1 -yk)/(yk-1 -yk)| 
       -Log|2yk/(yk-1 +yk)|} 
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Les angles d’attaques (αk) sont reliés aux incidences et aux angles induits par (voir fig. 11) : 

  αk  =  ik +αik  

 où ik est l’incidence locale (angle de V∞ par rapport à la corde) 

Les angles induits sont calculés à partir des vents induits : 

αik  =  Arctg(vizk/V∞) ∼  vizk/V∞  

Les vents induits sont calculés par sommation à partir des circulations et des coefficients 
d’influence : 

  vik  =   Σj=0 
N-1 (cjk/L).(Γj+1 -Γj)   avec ΓN ≡ 0 

La distribution des circulations, des angles d’attaque, des angles et des vents induits sera 
obtenue en résolvant le système formé par les quatre équations précédentes. 

En effectuant quelques transformations pour obtenir des équations sans dimension et quelques 
regroupements, le système peut s’écrire sous la forme de deux équations : 

  Γk/(L.V∞)  =  ½ (lck/L).Z1k.(αik +ik -α0k) 

  αik  =   Σj=0 
N-1 cjk.(Γj+1 -Γj)/(L.V∞) 

En posant γ = Γ/(L.V∞) → circulation réduite, lcr = lc/L → corde réduite et ia = i -α0k → angle 
d’incidence absolu, on obtient : 

  γk  =  ½ lcrk.Z1k.(αik +iak) 

  αik  =   Σj=0 
N-1 cjk.(γj+1 -γj) 

D’où, en éliminant αik : 

  [2/(lcrk.Z1k)].γk -Σj=0 
N-1 cjk.(γj+1 -γj)  = iak  

En développant le sigma, on obtient : 

  Σj=0 
N-1 cjk.(γj+1 -γj)  =  Σj=0 

N-1 cjk.γj+1 -Σj=0 
N-1 cjk.γj  

Soit, successivement, en se rappelant que γN  ≡  0 , en décalant les indices puis en regroupant : 

  Σj=0 
N-1 cjk.(γj+1 -γj)  =  Σj=0 

N-2 cjk.γj+1 -Σj=0 
N-1 cjk.γj  

  Σj=0 
N-1 cjk.(γj+1 -γj)  =  Σj=1 

N-1 c(j-1)k.γj -Σj=0 
N-1 cjk.γj  

  Σj=0 
N-1 cjk.(γj+1 -γj)  =  -c0k.γ0 -Σj=1 

N-1 [cjk -c(j-1)k].γj  

D’où l’équation : 

  c0k.γ0 + [2/(lcrk.Z1k)].γk +Σj=1 
N-1 [cjk -c(j-1)k].γj  =  iak  

En donnant toutes les valeurs possibles à k (de 0 à N-1), on obtient un système linéaire de N 
équations à N inconnues γ . 

Par exemple, pour k = 0 : 

 [2/(lcr0.Z10) +c00].γ0 +(c10-c00).γ1 + ..... +(c[N-1]0-c[N-2]0).γ[N-1]   =   ia0  

Puis, pour k = 1 : 

 c01.γ0 +[2/(lcr1.Z11) +c11-c01].γ1 + ..... +(c[N-1]1-c[N-2]1).γ[N-1]   =   ia1  

Et pour k = N-1 



 

Calcul d’aile d’envergure finie   www.aerodes.com    page 13sur 13 

 c0[N-1].γ0 +(c1[N-1]-c0[N-1]).γ1 + ..... +([2/(lcr[N-1].Z1[N-1]) +c[N-1][N-1]-c[N-2][N-1]].γ[N-1]   =  
ia[N-1]  

La résolution de ce système par une méthode numérique classique (par exemple Gauss), 
fournit la distribution des circulations en envergure à partir de laquelle on obtiendra 
facilement celle des angles d’attaque. 

αk -α0k  =  2γk.L/(lck.Z1k) 

7. RESULTATS 

Coefficients locaux de portance et de traînée  
Connaissant la distribution des angles d’attaque, on peut calculer, sur chaque segment d’aile, 
la poussée normale au vecteur vitesse et la traînée de forme (ou de frottement) parallèle au 
même vecteur. Par projection et sommation dans le repère vertical, on en déduira ensuite la 
poussée verticale et la traînée globale décomposée elle-même en traînée globale induite et 
traînée globale de forme. 

On calcule les coefficients de portance aux points de calcul : 

  czk  =  Z1k.(αk -α0k) 

Les coefficients de traînée de forme (cxk) seront calculés (par exemple par interpolation), en 
fonction du nombre de Reynolds (Re) et de l’angle d’attaque, à partir des données des tables 
de profil. 

Rek  =  lck.V∞/ν  où  ν (en m2/s) est la viscosité cinématique du fluide. 
         En atmosphère standard (ν) vaut 14. 10-6 m2/s 

Poussée et traînées globales  

La poussée aérodynamique exercée par unité de longueur, perpendiculairement au vecteur 
vitesse locale en un point de calcul, est : 

  pak  =  ½ ρ.lck.V∞
2.czk  

La traînée aérodynamique de forme exercée par unité de longueur, parallèlement au vecteur 
vitesse locale en un point de calcul, est : 

  tak  =  ½ ρ.lck.V∞
2.cxk  

D’où l’expression des forces verticale et horizontales par unité d’envergure au point k : 

  fzk  =  ½ ρ.lck.Vk
2.[czk.cos(αik) +cxk.sin(αik)] 

  fixk  =  -½ ρ.lck.Vk
2.czk.sin(αik) (traînée induite) 

       cixk  =  czk.sin(αik) est généralement appelé coefficient de traînée induite 

  fxk  =  ½ ρ.lck.Vk
2.cxk.cos(αik)   (traînée de forme) 

Nota 1 : on remarquera ici que les coefficients de traînée induite (cixk) ne dépendent 
pratiquement pas du type de profil utilisé, mais seulement des conditions d’utilisation. 

Nota 2 : l’angle αik étant généralement faible, on applique souvent ici l’approximation des 
petits angles en assimilant cos(αik) à 1 et sin(αik) à αik exprimé en radians. De plus, on néglige 
la plupart du temps cxk.sin(αik) devant czk . 
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On calculera les forces exercées sur un segment en effectuant le produit de la longueur du 
segment par la moyenne des forces exercées à ses extrémités. 

D’où :  ∆Fzk  =  L.(yk+1-yk).(fz k+1 +fzk)/2 

et :  ∆Fixk  =  L.(yk+1-yk).(fix k+1 +fixk)/2 

  ∆Fxk  =  L.(yk+1-yk).(fx k+1 +fxk)/2 

La poussée verticale totale exercée sur l’ensemble des deux ½ ailes est : 

  Fz  =  2Σk=0 
N-1 ∆Fzk  

De même, la force totale horizontale décomposée en deux parties : 

  Fix  =  2Σk=0 
N-1 ∆Fixk    Fx  =  2Σk=0 

N-1 ∆Fxk  

La puissance à fournir en vol horizontal est alors simplement : 

  W  =  2V∞.(Fix +Fx) 

Les coefficients de portance et de traînées globaux peuvent être définis ainsi : 

  Cz  =  Fz/(½ ρ.S.V∞
2)  où S est la surface totale des deux ½ ailes 

  Cix  =  Fix/(½ ρ.S.V∞
2)   Cx  =  Fx/(½ ρ.S.V∞

2) 

On trouvera ci-après l’illustration de ces calculs sous la forme d’un petit programme 
« BASIC » pour une aile droite simple. 

8. EXEMPLE DE PROGRAMME DE CALCUL 

Le programme qui suit, écrit en BASIC, effectue les calculs dans le cas d’une aile droite, 
plane, à vrillage linéaire, composée de parties rectangulaires, trapézoïdales ou triangulaire (en 
extrémité). 

On trouvera en fin de chapitre les résultats obtenus en l’appliquant à l’aile du « Light Eagle ». 

Particularités du programme :  

- les indices des différentes tables utilisées partent toujours de 0. 

- certaines boucles « FOR … NEXT » comportent des sorties sur test logique. La sortie 
s’effectue ici en forçant la variable de boucle à sa valeur finale et en renvoyant à l’instruction 
NEXT. Certains BASIC peuvent nécessiter des adaptations. 

- le nombre de points de calcul est ici np = 10. Ce nombre peut naturellement être modifié, si 
nécessaire. 

- le programme donne le choix entre deux types de profils pour le calcul des Cz et des Cx. On 
peut naturellement en ajouter d’autres. La sélection du profil actif est faite ici de manière 
« câblée » en supprimant le signe « ’ » (commentaire) placé en tête dans l’appel des sous-
programmes de profil et en rétablissant ce signe pour tous les autres. 

- le calcul du Cz ne tient pas compte de condition éventuelle de décrochage. Il faut donc 
vérifier, au niveau des résultats affichés et pour chaque section, que l’angle d’attaque effectif 
ne dépasse pas la valeur de décrochage pour le nombre de Reynolds associé (le décrochage 
intervient plus tôt lorsque le nombre de Reynolds diminue). 

- le Cx de forme (ou de profil) est noté Cx lors des calculs et Cxf pour l'affichage 
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'TOURBILLONS ET VENTS INDUITS D'UNE AILE DROITE SYMETRIQUE 
Pi = 4 * ATN(1): cc = 180 / Pi: G = 9.81 
ro = 1.225: nu = .000014: CLS 
'_______________________________________ 
'CHARGEMENT DES DONNEES DU PROFIL 
NRm = 10: Mm = 15: DIM XA(NRm, Mm): 'Table des Cx 
'dans les sous programmes il faut NR <= NRm et M <= Mm 
GOSUB Ep66: 'profil Eppler 66 
'GOSUB ClYPr: 'profil Clark Y Princeton 
'_______________________________________ 
'DIMENSIONNEMENT DE L'AILE 
INPUT "Envergure (m)           = "; Ev: L = Ev / 2 
INPUT "corde en emplanture (m) = "; L0 
INPUT "corde d'extrémité (m)   = "; Le 
INPUT "Nombre de cordes intermédiaires  = "; Nt: PRINT 
DIM Lt(Nt + 1), yt(Nt + 1): IF Nt = 0 THEN 10 
PRINT "Pour chaque point de transition, entrer la longueur de corde"; 
PRINT "et sa position en % par rapport à l'axe médian de l'avion" 
FOR i = 1 TO Nt: PRINT "longueur corde" + STR$(i) + " ="; : INPUT Lt(i) 
PRINT "Position corde" + STR$(i) + " ="; : INPUT yt(i) 
NEXT i 
10 Lt(0) = L0: Lt(Nt + 1) = Le: yt(0) = 0: yt(Nt + 1) = 1: ST = 0 
FOR i = 0 TO Nt 
ST = ST + (Lt(i + 1) + Lt(i)) * (yt(i + 1) - yt(i)) 
NEXT i: ST = ST * L 
PRINT : PRINT "Surface totale = "; 
PRINT USING "##.##"; ST; : PRINT " mý" 
PRINT "Allongement    = "; 
PRINT USING "##.##"; Ev ^ 2 / ST: PRINT 
INPUT "angle de vrillage (deg.) = "; Vr: 'vrillage linéaire 
INPUT "angle d'incidence en emplanture (deg.) = "; In0 
INPUT "Vitesse de vol   (m/s)   = "; Vo 
np = 10: 'np = nombre de segments de calcul par demi-aile 
N = np - 1: DIM y(np), lc(np), Re(N) 
'y = positions réduites des points de calcul (en envergure) 
'lc , Re = corde et nombre de Reynolds aux pts de calcul 
DIM In(np), Al(np), G(np), Vi(N), Ci(N, N) 
'In , Al = angle absolus d'incidence et d'attaque aux pts de calcul 
'Vi = vitesse induite aux pts de calcul 
'G = circulation sur l'aile, Ci = coef. d'induction réduit 
DIM Cz(N), Cx(N), Cxi(N) 'coeff. locaux de portance et de traînée 
'------------------------------------------------------------------ 
'INITIALISATION AILE (ligne portante) 
FOR k = 0 TO N: S0 = SIN(Pi * k / 2 / np): y(k) = S0 
FOR i = 1 TO Nt + 1: t = i - 1: IF S0 < yt(i) THEN i = Nt + 1 
NEXT i: Y0 = yt(t): Y1 = yt(t + 1): DY = Y1 - Y0 
lc(k) = Lt(t) - (Lt(t) - Lt(t + 1)) * (S0 - Y0) / DY 
Re(k) = lc(k) * Vo / nu 
IF Re(k) < 30000 OR Re(k) > 600000 THEN PRINT "erreur Re": END 
In(k) = (In0 + y(k) * Vr - ac) / cc 
NEXT k: y(np) = 1: lc(np) = Le 
In(np) = (In0 + Vr - ac) / cc: G(np) = 0 
'INITIALISATION NAPPE TOURBILLONNAIRE (coefficients d'induction réduits) 
Ci(0, 0) = 1 / Pi / y(1) 
FOR j = 1 TO N 
Ci(j, 0) = LOG(y(j + 1) / y(j)) / (y(j + 1) - y(j)) / 2 / Pi 
NEXT j 
FOR k = 1 TO N 
 FOR j = 0 TO N 
 IF j = k THEN 50 
 IF j = k - 1 THEN 60 
 A = 1 / 4 / Pi / (y(j + 1) - y(j)) 
 B = LOG(ABS((y(j + 1) ^ 2 - y(k) ^ 2) / (y(j) ^ 2 - y(k) ^ 2))) 
 Ci(j, k) = A * B: GOTO 70 
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50 A = 1 / 4 / Pi / (y(k + 1) - y(k)) 
 B = (y(k) - y(k - 1)) / (y(k + 1) - y(k - 1)) 
 C = LOG(ABS((y(k + 1) - y(k)) / (y(k - 1) - y(k)))) 
 D = LOG(ABS((y(k + 1) + y(k)) / (2 * y(k)))) 
 Ci(j, k) = A * (2 + B * C + D): GOTO 70 
60 A = 1 / 4 / Pi / (y(k - 1) - y(k)) 
 B = (y(k) - y(k + 1)) / (y(k + 1) - y(k - 1)) 
 C = LOG(ABS((y(k + 1) - y(k)) / (y(k - 1) - y(k)))) 
 D = LOG(ABS((y(k - 1) + y(k)) / (2 * y(k)))) 
 Ci(j, k) = A * (2 + B * C + D) 
70 NEXT j 
NEXT k 
'------------------------------------------------------------------ 
'CALCUL DES DISTRIBUTIONS SUR LA 1/2 AILE 
GOSUB equlin 
FOR k = 0 TO N 
  G(k) = EQ(k, np) * L * Vo 
  Al(k) = 2 * G(k) / Za / lc(k) / Vo 
  Vi(k) = (Al(k) - In(k)) * Vo 
NEXT k 
'_____________________________________________________________________ 
'RESULTATS : Coefficients de portance (Cz) et de traînée (Cxi, Cx) 
FOR k = 0 TO N: Al = Al(k) * cc + ac: Cz(k) = Za * Al(k) 
Cxi(k) = Cz(k) * SIN(In(k) - Al(k)) 
'Interpolation du Cx de forme 
 FOR i = 2 TO NR: TR = i - 1: IF Re(k) < XA(i, 0) THEN i = NR 
 NEXT i: B0 = XA(TR, 0): B1 = XA(TR + 1, 0): DR = B1 - B0 
 FOR i = 2 TO M: TA = i - 1: IF Al < XA(0, i) THEN i = M 
 NEXT i: C00 = XA(TR, TA): C10 = XA(TR + 1, TA) 
C01 = XA(TR, TA + 1): C11 = XA(TR + 1, TA + 1): Al0 = XA(0, TA) 
Cx0 = C00 + (C10 - C00) * (Re(k) - B0) / DR 
Cx1 = C01 + (C11 - C01) * (Re(k) - B0) / DR 
Cx(k) = Cx0 + (Cx1 - Cx0) * (Al - Al0) / (XA(0, TA + 1) - Al0) 
Cx(k) = Cx(k) / 10000 
NEXT k 
'POUSSEE ET TRAINEE GLOBALES, PUISSANCE A FOURNIR 
Fz = 0: Fx = 0: Fxi = 0: ai = -(In(0) - Al(0)) 
f = .5 * ro * lc(0) * Vo ^ 2 
p0 = f * Cz(0): t0 = f * Cx(0): fxi0 = f * Cxi(0) 
fz0 = p0 * COS(ai) + t0 * SIN(ai): fx0 = t0 * COS(ai) 
 FOR k = 1 TO N: ai = Al(k) - In(k) 
 f = .5 * ro * lc(k) * Vo ^ 2 
 p1 = f * Cz(k): t1 = f * Cx(k): fxi1 = f * Cxi(k) 
 fz1 = p1 * COS(ai) + t1 * SIN(ai): fx1 = t1 * COS(ai) 
 fzm = (fz0 + fz1) / 2: fz0 = fz1 
 Fz = Fz + L * (y(k) - y(k - 1)) * fzm 
 fxm = (fx0 + fx1) / 2: fx0 = fx1 
 fxim = (fxi0 + fxi1) / 2: fxi0 = fxi1 
 Fx = Fx + L * (y(k) - y(k - 1)) * fxm 
 Fxi = Fxi + L * (y(k) - y(k - 1)) * fxim 
 NEXT k 
Fz = Fz + L * (y(np) - y(N)) * fz0 / 2 
Fx = Fx + L * (y(np) - y(N)) * fx0 / 2 
Fxi = Fxi + L * (y(np) - y(N)) * fxi0 / 2 
f = .5 * ro * ST * Vo ^ 2 / 2 
Czg = Fz / f: Cxg = Fx / f: Cxig = Fxi / f 
Ptz = 2 * Fz / G: Ftx = 2 * (Fx + Fxi): Pu = Ftx * Vo 
'_____________________________________________________________________ 
'AFFICHAGE DES RESULTATS 
PRINT "Surface  = "; : PRINT USING "###.##"; ST; : PRINT " mý" 
PRINT "Allong.  = "; : PRINT USING "###.##"; 4 * L ^ 2 / ST 
PRINT "Vrillage = "; : PRINT USING "###.##"; Vr; : PRINT " deg." 
PRINT "Vitesse  = "; : PRINT USING "###.##"; Vo; : PRINT " m/s": PRINT 
PRINT " Y(%)  "; "  corde  "; "   Re  "; "   Inc "; "  alpha  "; "  Vzi  "; 
PRINT " Gamma "; "   cz  "; "   cxf  "; "   cxi": PRINT " " 
FOR k = 0 TO N 
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PRINT USING "#.###"; y(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "##.####"; lc(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "#######"; Re(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "##.##"; In(k) * cc + ac; : PRINT "  "; 
PRINT USING "##.##"; Al(k) * cc + ac; : PRINT "  "; 
PRINT USING "##.###"; Vi(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "##.###"; G(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "#.###"; Cz(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "#.####"; Cx(k); : PRINT "  "; 
PRINT USING "#.####"; Cxi(k) 
NEXT k: PRINT 
PRINT " Masse soulev‚e = "; : PRINT USING "###.###"; Ptz; 
PRINT " kg" 
PRINT " Traînée        = "; : PRINT USING "###.###"; Ftx; 
PRINT " N" 
PRINT " Puissance      = "; : PRINT USING "####.##"; Pu; 
PRINT " W" 
PRINT " Cz global      = "; : PRINT USING "#.###"; Czg 
PRINT " Cxf global     = "; : PRINT USING "#.####"; Cxg 
PRINT " Cxi global     = "; : PRINT USING "#.####"; Cxig 
END 
'_____________________________________________________________________ 
'SOUS PROGRAMMES 
equlin: 'Méthode de GAUSS 
FOR k = 0 TO N: EQ(k, 0) = Ci(0, k) 
FOR j = 1 TO N 
EQ(k, j) = Ci(j, k) - Ci(j - 1, k) 
IF j = k THEN EQ(k, j) = EQ(k, j) + 2 * L / lc(k) / Za 
NEXT j: EQ(k, np) = In(k) 
NEXT k: EQ(0, 0) = EQ(0, 0) + 2 * L / lc(0) / Za 
'Triangulation et Pivotage partiel 
FOR k = 0 TO N: I1 = k: Mx = ABS(EQ(k, k)) 
FOR i = k TO N: AA = ABS(EQ(i, k)) 
IF AA > Mx THEN I1 = i: Mx = AA 
NEXT: IF Mx < 1E-08 THEN 20 ELSE PV = EQ(I1, k) 
FOR j = k TO np 
EX = EQ(I1, j) / PV: EQ(I1, j) = EQ(k, j): EQ(k, j) = EX 
NEXT 
FOR i = k + 1 TO N: PV = EQ(i, k) 
FOR j = k TO np 
EQ(i, j) = EQ(i, j) - PV * EQ(k, j) 
NEXT: NEXT: NEXT 
'Calcul des inconnues 
FOR i = N - 1 TO 0 STEP -1 
FOR j = N TO i + 1 STEP -1 
EQ(i, np) = EQ(i, np) - EQ(i, j) * EQ(j, np) 
NEXT: NEXT: RETURN 
20 PRINT : PRINT "Pas de solution bien définie" 
RETURN 
'___________________________________________________ 
Ep66: 'DONNEES DE PROFIL 
'Cz du profil (ac = angle d'attaque pour Cz = 0 et pente Za par radian) 
Za = .112 * cc: ac = -6 
'Cx du profil * 10000 : Table XA(Re,alpha) 
NR = 8: ' (nombre de valeurs de Reynolds) 
M = 11: ' (nombre de valeurs de alpha) 
RESTORE Ep66: DATA +0,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8: '(alpha) 
DATA 60000,168,166,166,172,180,192,208,224,275,508,576: '(Cx_R1) 
DATA 80000,150,147,147,152,160,171,186,201,257,278,552: '(Cx_R2) 
DATA 100000,137,134,134,138,145,157,171,186,245,266,536: '(Cx_R3) 
DATA 120000,128,125,124,128,135,146,160,175,235,256,523: '(Cx_R4) 
DATA 150000,118,114,113,117,124,134,148,162,224,244,265: '(Cx_R5) 
DATA 200000,106,102,101,105,111,121,135,147,211,230,251: '(Cx_R6) 
DATA 300000,92,89,88,91,97,105,117,128,183,200,218: '(Cx_R7) 
DATA 500000,78,76,75,78,82,89,100,109,156,170,186: '(Cx_R8) 
FOR i = 0 TO NR: FOR j = 0 TO M: READ XA(i, j): NEXT j: NEXT i 
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RETURN 
'--------------------------------------------------- 
ClYPr: 'DONNEES DE PROFIL 
'Cz du profil (ac = angle d'attaque pour Cz = 0 et pente Za par radian) 
Za = .114 * cc: ac = -3.7 
'Cx du profil * 10000: Table XA(Re,alpha) 
NR = 6: ' (nombre de valeurs de Reynolds) 
M = 11: ' (nombre de valeurs de alpha) 
RESTORE ClYPr: DATA +0,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10: '(alpha) 
DATA 60000,164,172,180,191,213,229,247,270,314,352,408: '(Cx_R1) 
DATA 100000,131,137,145,155,178,192,206,223,272,303,343: '(Cx_R2) 
DATA 150000,110,116,123,133,155,168,181,196,245,272,305: '(Cx_R3) 
DATA 200000,98,103,110,120,142,154,166,179,228,253,283: '(Cx_R4) 
DATA 300000,84,88,94,104,126,137,148,159,207,229,256: '(Cx_R5) 
DATA 400000,75,79,85,94,116,126,136,147,194,214,239: '(Cx_R6) 
FOR i = 0 TO NR: FOR j = 0 TO M: READ XA(i, j): NEXT j: NEXT i 
RETURN 

 

Application à l’aile du « Light Eagle » 

Le Light Eagle est l’appareil à propulsion humaine étudié par le Massachussetts Institute of 
Technology, qui a obtenu le record mondial de la F.A.I. de distance en circuit fermé, le 23 
janvier 1987 avec un vol de 58,58 km en 2 h 14 mn. 

L’aile du Light Eagle peut être considérée comme une aile droite, sans vrillage, constituée de 
quatre parties, dont les caractéristiques sont données ci-après (d'après l'ouvrage déjà cité en 
référence) : 

yt1

Lo Le

Axe de l'avion ye=1

Lt1 Lt3

yt2
yt3

Lt2

 

Envergure : 114 ft, soit 34.75 m 

Cordes principales : 

 Type de corde      longueur      position en envergure (0<y<1) 

 corde d’emplanture    1,12 m  0 
 1ère transition     1,12 m  0,241 
 2ème transition     0,737 m  0,731 
 3ème transition     0,45 m  0,992 
 corde d’extrémité    0   1 

Surface alaire totale : 330 ft², c’est à dire 30,66 m² 

Allongement : 39,4 

Poids : 

 A vide      :  92 lb,  soit  409,21 N  ( 41,72 kg) 
 En charge avec pilote : 242 lb, soit 1076,4 N   (109,72 kg) 

Vitesse moyenne de vol  : 16,3 mph, soit 7,29 m/s 
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Puissance totale fournie par le pilote : estimée à 0,3 hp (environ 224 w) 

Cette puissance couvre les pertes dues à l’aile, à l’habitacle et au fuselage ainsi que 
celles résultant du rendement de l’hélice.. 

En supposant l’utilisation d’un profil analogue à l’Eppler 66, l'application du programme 
précédent montre que l’aile soulève la charge totale prévue, à la vitesse donnée, pour une 
incidence d’environ 4°,21 (soit 10°,21 d’incidence absolue). 

Les résultats sont détaillés ci-après : 

Distributions obtenues en envergure : 

 k y(%)    corde     Reyn.  viz α  Γ  cz cxi   cxf  
        m   m/s deg 

 0       0.000   1.12      583200    -0.064    3.71 4.44    1.09   0.0095   0.0090 
 1       0.156   1.12      583200    -0.070    3.66 4.42    1.08   0.0104   0.0089 
 2       0.309   1.067    555517    -0.069    3.67 4.21    1.08   0.0103   0.0092 
 3       0.454   0.954    496511    -0.054    3.79 3.81    1.10   0.0081   0.0098 
 4       0.588   0.849    442056    -0.048    3.83 3.41    1.10   0.0073   0.0103 
 5       0.707   0.756    393491    -0.053    3.80 3.02    1.10   0.0079   0.0107 
 6       0.809   0.651    339095    -0.054    3.78 2.60    1.10   0.0081   0.0111 
 7       0.891   0.561    292149    -0.074    3.63 2.21    1.08   0.0110   0.0114 
 8       0.951   0.495    257765    -0.152    3.02 1.82    1.01   0.0210   0.0112 
 9       0.988   0.455    236790    -0.390    1.14 1.33    0.80   0.0428   0.0101 

Performances : 

 Cz global   =  1.079 
 Cxi global   =  0.0099 
 Cxf global   =  0.0097  Cx total   =   0.0196 

Masse soulevée : 109.71 kg 

Puissance nécessaire à l’aile seule : 142,5 w 
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ANNEXE 

POSSIBILITES D'EXTENSION 

Les calculs précédents s’appliquent bien à une aile droite et sans dièdre. On peut donner ici 
quelques remarques concernant une extension possible du calcul aux cas d’ailes plus 
complexes. 

Aile avec dièdre : 

La ligne portante étant constituée de deux segments non coaxiaux, le calcul de l’influence 
exercée sur la ½ aile de référence par la ½ aile symétrique, doit être revu. Les distances aux 
points de calcul doivent être évaluées dans le plan YOZ et non plus seulement sur l’axe OY. 

Fig. 12
0

axe vertical

Yk

Y

Z

Yj

Zk

Zj

δD

∆vi

Rj

Rk

(angle dièdre)lanière j

 

Par exemple ici, en appelant Ri et Rk les distances des points de l’aile mesurées à partir de 
l’emplanture, la distance (D) de la lanière (j) au point de calcul (k) est : 

  D2  =  Rj
2 + Rk

2 + 2Rj.Rk.cos(2δ)  =  (Rj -Rk)2 + 4Rj.Rk.cos2δ 

On remarque aussi que les vents induits par les sillages présentent généralement une 
composante suivant OY. 

Il faut également tenir compte de l’influence du tourbillon lié à la ½ aile symétrique puisque 
celle-ci n’a pas le même axe que la ½ aile de référence. Les vents induits correspondants sont 
des vents positifs selon l’axe OX (ils s’ajoutent à V∞ ) 

Enfin, les poussées sur les ailes ne sont plus verticales et doivent être projetées sur l’axe OZ. 

La situation se complique encore un peu lorsque le dièdre ne démarre pas de l’emplanture 
mais d’un point situé sur l’aile. Toutefois, dans ce cas, l’approximation de l’aile droite peut 
s’avérer suffisante. 

Aile en flèche, sans dièdre : 

Ici, la ligne portante est constituée de deux segments du plan XOY, inclinés par rapport à 
l’axe OY. Les lanières tourbillonnaires ne sont donc plus perpendiculaires à la ligne portante 
et on doit revoir le calcul des coefficients d’influence (fig. 13). 

Fig. 13
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Ainsi, sur la ½ aile de référence, l’influence d’un filament de la lanière j sur le point k dépend 
de l’angle φ selon la formule : 

  dvi  =  (dΓ/dY)j.dY.(1-ε.sinφ)/[4π.(Y-Yk)]  où ε = signe de (Y-Yk) 

Une formule semblable doit être employée pour calculer l’influence de la ½ aile symétrique, 
mais en remplaçant φ par un angle moyen βmj tel que (fig. 14) : 

Fig. 14
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  βmj =  (βj + βj+1)/2 avec tgβj  =  (Xj -Xk)/(Yj +Yk) -φ < βj < φ 

D’où la formule : 

  dvi  =  (dΓ/dY)j.dY.(1-sinβmj)/[4π.(Y+Yk)] 

En effet, pour l’intégration des effets de la lanière symétrique, l’angle β sera considéré comme 
constant sur l’intervalle (j) et affecté au milieu de l’intervalle (βmj). 

Nota : Pour faciliter les calculs, on utilisera les distances mesurées le long de la ligne portante, 
c’est à dire R. On aura donc : 

  X  =  R.sinφ  et  Y = R.cosφ 

D’où les formules : 

- pour la ½ aile de référence : 

  dvi  =  (dΓ/dR)j.dR.(1-ε.sinφ)/[4π.(R-Rk).cosφ] où ε = signe de (R-Rk) 

- pour la ½ aile symétrique : 

  dvi  =  (dΓ/dR)j.dR.(1-sinβmj)/[4π.(R+Rk).cosφ] 

  βj  =  arctg[tgφ.(Rj -Rk)/(Rj +Rk)]  et    βmj = (βj +βj+1)/2 

On voit ici que les formules seront dérivées de celles de l’aile droite après multiplication par, 
respectivement : (1-ε.sinφ)/cosφ et (1-sinβmj)/cosφ 

Effets induits par le tourbillon « lié » de la ½ aile symétrique, sur la ½ aile de référence : 

Ce tourbillon ajoute des vents induits descendants à ceux créés par les lanières (fig. 15). 
Pour calculer l’influence du tourbillon « lié » au segment j de la ½ aile symétrique, on peut 
utiliser la formule des lanières en l’appliquant entre deux bornes angulaires et en prenant 
comme circulation, la moyenne des circulations extrêmes. 
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Fig. 15
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D’où le vent induit en k par le tourbillon lié au segment symétrique du segment j : 

  vi[sym(j):k]  =  (Γj +Γj+1).[cos(φ-βj)- cos(φ-βj+1)]/(8πhk) 

      avec hk  =  Rk.sin(2φ) 

Enfin, le calcul des circulations et des forces exercées sur les segments d’aile s’effectue avec 
la composante du vent à l’infini normale à la ligne portante, i.e. : 

  Γ  ∼   ½ lc.(V∞.cosφ).Cz  

  dFa  ∼   ρ.Γ.(V∞.cosφ).dR 

Pour ce qui est du calcul de la traînée de forme, on considérera une corde « allongée », (i.e. 
lc/cosφ), pour déterminer le nombre de Reynolds. 

Le calcul de traînée de forme sur une section d’aile sera alors effectué en faisant intervenir la 
vitesse suivant OX ainsi que la surface réelle de la section. 

 


	PRINCIPES ET DOMAINE D’APPLICATION
	CHAMP DES LIGNES DE FLUX AU VOISINAGE DE L’AILE FINIE
	FLUX DESCENDANT ET TRAINEE INDUITE
	PRINCIPE DU CALCUL NUMERIQUE DE L’AILE DROITE FINIE
	CALCUL DES COEFFICIENTS D’INFLUENCE
	CALCUL DE LA DISTRIBUTION SUR L’AILE
	RESULTATS
	EXEMPLE DE PROGRAMME DE CALCUL

